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埼玉医科大学・前期
試験日 2023年 1月 31日 時間 50分 jklgh(数列，ベクトル)| †
A Ñ a; b;pを正の整数とし，f(x) = ax2 ¡ px+ bとする．y = f(x)のグラフが 2点 (3; 11); (¡3; 35)

を通るとき，p = である．そのときに，¡1 · x · 2における f(x)の最大値が 11，最小値が 3である

なら，a = ; b = である．

Ò 平面上のÇABCにおいて辺ABをm : nに外分する点を P，辺 BCを 2 : 5に内分する点を Q，辺ACを

3 : 1に内分する点を Rとする．3点 P，Q，Rが一直線上にあるとき， mn = であり， PR
PQ

=

である．

B I =
Z

¼
2

¼
4

log # cosx
sinx + 1; dxとする．

Ñ 定積分
Z

¼
2

¼
4

log Ssin #x+ ¼
4

; k dxにおいて，変数 xを x+ ¼
4
= ¼¡ µにより µを置き換え，再び µ

を xと書き換えることで
Z

¼
2

¼
4

log Ssin #x+ ¼
4

; k dx = Z ¼
2

¼
4

log # ア ; dx
と変形できる．
ア に入る最も適切なものを，次の1»8のうちから 1つ選べ．

1 x2 2
B

x 3 ex 4 sinx

5 cosx 6 tanx 7
1
x 8 cos 2x

Ò 任意の実数 xに対して，sinx+ cosx =
E

sin &x+ ¼ > が成り立つ．
Ó I = ¼

log である．

C 図 1のような，座標平面上の長方形の領域 D = S(x，y) j 0 · x · d，0 · y · n + 1
2
¡ dk を考える．た

だし，n は定数で，2以上の自然数である．また，dは 1 · d · n の実数値をとる変数である．x座標，y座標
ともに自然数である点 (図 1の黒丸)の中でDに含まれるものの個数は，dとともに変化するので，これを dの
関数とみなしてm(d)と表す．

図 1 : 黒丸は x座標，y座標がともに自然数である点を表す．

Ñ m(1) = ア ，m# 3
2
; = イ ，m(2) = ウ である．また， lim

d! 3
2
+0

m(d) = lim
d!2¡0

m(d) = エ で

ある．
ア » エ に入る最も適切なものを，次の1»8のうちからそれぞれ 1つずつ選べ．同じものを繰り返し選
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んでもよい．

1 n ¡ 2 2 n ¡ 1 3 n 4 n + 1

5 2n ¡ 4 6 2n ¡ 2 7 2n 8 2n + 2

Ò kを n ¡ 1以下の自然数とする．k · d · k+ 1
2
のとき，m(d) = オ である．

また，k+ 1
2
< d < k+ 1のとき，m(d) = カ である．

オ ; カ に入る最も適切なものを，次の1»8のうちからそれぞれ 1つずつ選べ．同じものを繰り返し選
んでもよい．

1 n ¡ k 2 nk¡ 1 3 nk¡ 2k 4 nk¡ k2

5 nk 6 2nk¡ k2 7 2nk¡ 2k 8 nk¡ k2 ¡ k

Ó n = 17のとき，m(d)の最大値は である．

D 4枚のコインを同時に投げ，表が出たコインの枚数を数えることを 4回繰り返した．

Ñ 4回のすべてで表が出るコインの枚数が 2以上になる確率は & >4 である．
Ò 4回の中で表が出るコインの枚数の最小値が 2である確率は である．

Ó 4回の中で表が出るコインの枚数の最小値が 2，かつ最大値が 4である確率は である．

� š
A

! j【2次関数】n
a f(3) = 11;f(¡3) = 35より

11 = 9a¡ 3p+ b .....................................1

35 = 9a+ 3p+ b .....................................2

1¡2より，¡24 = ¡6pであり，p = 4
これを1に代入して，b = 23¡ 9aとなり，

f(x) = ax2 ¡ 4x+ 23¡ 9a

= a#x¡ 2a ;2 ¡ 4a + 23¡ 9a
となる．aは正の整数であるから 0 < 2a · 2である．

x = 2
a は ¡1 · x · 2を満たすから最小値は f# 2a ;

である．¡ 4a + 23¡ 9a = 3であり，9a
2 ¡ 20a+ 4 = 0

となる．(9a¡ 2)(a¡ 2) = 0となり，正の整数 a = 2
である．b = 23 ¡ 9a = 5 となり，a; b;p は確かにす
べて正の整数になる．f(x) = 2x2 ¡ 4x + 5 となる．
f(¡1) = 11 > f(2) = 5であるから，最大値の条件も
成り立つ．
d 1,2を「文字が a; b;pの 3つあり，式が 2
つあるから，2つを他で表す」と読む．pは決定するが
「p; bを aで表した」結果が p = 4,b = 23¡ 9aであ
る．最大値が 11という条件は使わない．「使わなくて
も答えが確定する条件」を過剰条件という．最小値の
ことしか書かないと方針が定まり過ぎるから，方針を

定めにくくするために書いたのだろう．実は「a; b;p
を正の整数」だから b = 23¡ 9a > 0で a = 1または
2と絞られる．ここまでくると過剰条件過ぎて，残念
な問題になり下がってしまう．

" g【メネラウスの定理・チェバの定理】m

a ABを水平に描く．もし CR
RA

=
CQ
QB

なら

RQと ABが平行になる．今は CR
RA

<
CQ
QB

だから Rが

上のほうに持ち上がっている感じで，直線 RQは Q方向
への延長上で，直線 ABと交わる．
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ÇABCと直線 PRについてメネラウスの定理を用いて
AP
PB
¢
BQ
QC
¢
CR
RA

= 1

m
n ¢

2
5
¢
1
3
= 1 Ú

m
n =

15
2

ÇAPRと直線 BCについてメネラウスの定理を用いて
AB
BP
¢
PQ
QR
¢
RC
CA

= 1

13
2
¢
PQ
QR
¢
1
4
= 1 Ú

QR
PQ

=
13
8

PR
PQ
=
8+ 13
8

=
21
8

B
l【定積分】n
a ! x+ ¼

4
= ¼¡ µとおく．

dx = ¡dµ

x ¼
4
!
¼
2

µ ¼
2
!
¼
4

Z

¼
2

¼
4

log Ssin #x+ ¼
4

; k dx
=

Z

¼
4

¼
2

logfsin(¼¡ µ)g(¡dµ)

=

Z

¼
2

¼
4

log(sinµ) dµ =
Z

¼
2

¼
4

log(sinx) dx

" sinx+ cosx =
B

2 sin #x+ ¼
4

;
# I =

Z

¼
2

¼
4

log
cosx+ sinx
sinx dx

=

Z

¼
2

¼
4

flog(sinx+ cosx)¡ log(sinx)g dx

=

Z

¼
2

¼
4

S log SB 2 sin #x+ ¼
4

; k ¡ log(sinx)k dx
=

Z

¼
2

¼
4

log
B

2 dx+
Z

¼
2

¼
4

log Ssin #x+ ¼
4

; k dx
¡

Z

¼
2

¼
4

log(sinx) dx

=

Z

¼
2

¼
4

1
2
log 2 dx = 1

2
log 2�x„ ¼2

¼
4

=
1
2
log 2# ¼

2
¡
¼
4

; = ¼
8
log 2

d 【置換積分の図形的意味】
x+ ¼

4
= ¼¡ µという置換により，積分区間の真

ん中である x = 3
8
¼での対称性を活かして積分を考

えている．

f(x) = log # cosx
sinx + 1; は # 3

8
¼; log

B

2; で点
対称になっている．下図を見よ．x = ¼

4
; y = f(x)，

y = log
B

2とで囲まれた部分の面積をクルッと回転
させ，はめ込むことで，長方形の面積で計算できると
いうことである．

C
h【数列の雑題】n
a ! d = 1のとき

0 · x · 1; 0 · y · (n ¡ 1) + 1
2
をみたす自然数の

組 (x;y)の個数は

m(1) = 1(n ¡ 1) = n¡ 1 (2)

d = 3
2
のとき 0 · x · 1+ 1

2
; 0 · y · n¡ 1をみた

す自然数の組 (x;y)の個数は

m# 3
2
; = 1(n ¡ 1) = n¡ 1 (2)

d = 2のとき 0 · x · 2; 0 · y · (n ¡ 2) + 1
2
をみ

たす自然数の組 (x;y)の個数は

m(2) = 2(n ¡ 2) = 2n¡ 4 (5)

d ! 3
2
+ 0のとき．0 · y · n + 1

2
¡ dの右辺は限

りなく n ¡ 1に近づく (n ¡ 1の値は取れない)から

m(d) = 1(n ¡ 2) = n ¡ 2

d! 2¡ 0のとき．0 · x · dの右辺は限りなく 2に
近づく (2の値は取れない)から

m(d) = 1(n ¡ 2) = n ¡ 2
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以上より

lim
d! 3
2
+0

m(d) = lim
d!2¡0

m(d) = n¡ 2 (1)

" k · d · k+ 1
2
のとき

n¡k · n+ 1
2
¡d · n+ 1

2
¡kであるから，0 · x · k，

0 · y · n ¡ kをみたす自然数の組 (x;y)の個数は

m(d) = k(n ¡ k) = nk¡ k2 (4)

k+ 1
2
< d < k+ 1のとき

n¡k¡ 1
2
< n+ 1

2
¡d < n¡kであるから，0 · x · k，

0 · y · n ¡ k¡ 1をみたす自然数の組 (x;y)の個数は

m(d) = k(n ¡ k¡ 1) = nk¡ k2 ¡ k (8)

# n = 17のとき．Òを利用する．kを 16以下の
自然数とする．

1 k · d · k+ 1
2
のとき

m(d) = 17k¡ k2 = ¡#k¡ 17
2

;2 + 289
4

k = 8または 9のとき最大値 72をとる．

2 k+ 1
2
< d < k+ 1のとき

m(d) = 17k¡ k2 ¡ k = ¡(k¡ 8)2 + 64

k = 8のとき最大値 64をとる．
3 d = 17のときm(17) = 0
以上より，m(d)の最大値は 72である．

D
g【独立試行・反復試行の確率】n
a ! 4枚のコインを同時に投げ

る試行で，表が k枚出る確率を pk とする．pk = 4Ck
24

である．1回の試行で表が出るコインの枚数が 2枚以上
になる確率は

p2 + p3 + p4 =
1
24
(4C2 + 4C3 + 4C4)

=
1
24
(6 + 4 + 1) =

11
16

よって，4回のすべてで表が出るコインの枚数が 2枚以

上になる確率は # 11
16

;4
" 4 回とも表が 2 枚か 3 枚か 4 枚出る事象を A と
し，このうち表が 2枚出ない (3枚か 4枚出る)事象をB
とする．Ñの結果より

P(A) = # 11
16

;4;P(B) = (p3 + p4)4 = # 5
16

;4

4回の中で表が出るコインの枚数の最小値が 2である確
率は

P(A)¡P(B) = # 11
16

;4 ¡ # 5
16

;4 = 114 ¡ 54

164

=
(112 + 52)(112 ¡ 52)

216
=
146 ¢ 96
216

=
2 ¢ 73 ¢ 25 ¢ 3
216

=
219
1024

# 事象 Aのうちで，表が 4枚出ない (2枚か 3枚出
る)事象を Cとすると

P(C) = (p2 + p3)4 = # 10
16

;4
P(B \ C)は，4回とも表が 2枚も 4枚も出ない (3枚出
る)確率であるから

P(B \ C) = (p3)4 = # 4
16

;4
よって，求める確率は

P(A)¡P(B [ C)

= P(A)¡ fP(B) +P(C)¡P(B \ C)g

= # 11
16

;4 ¡ T # 5
16

;4 + # 10
16

;4 ¡ # 4
16

;4l
=
1
164
f(114 ¡ 104)¡ (54 ¡ 44)g

=
1
216
f(112 + 102)(112 ¡ 102)¡ (52 + 42)(52 ¡ 42)g

=
1
216
(221 ¢ 21¡ 41 ¢ 9) =

4272
216

=
267
4096

q 構成は例年通りである．Bの積分
計算は丁寧な誘導が付いている．Cの格子点の問
題もÑ，Ò をヒントとしてÓ へ誘導があ
る．Dの最大値・最小値の確率は，一度は演習し
たことがあるだろうから，しっかりと得点したい．

(有山，染矢，安田亨)

 

 

 

 

 

 


