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藤田医科大学・ふじた未来入試
試験日 2022年 11月 6日 時間 90分 jklgh(数列，ベクトル)| †
A Ñ 7個の数字 1; 1; 2; 2; 0; 0; 0を使ってできる 7桁の正の整数は 個ある．

Ò 半径が 3の球に内接する正八面体の体積は である．

Ó ÇABCの周囲の長さが 40，ÇABCに内接する円の半径が 4である．点 Qが 5¡!AQ+ 3¡!BQ+ 2¡!CQ =~0を
満たすとき，ÇQBCの面積は である．

Ô lim
n!1

n
P

k=1
$ nk¡ k2

n3
< = である．

Õ x3+7x2¡x¡39 = 0の実数解を小さいものから順に a; b; cとするとき， a
b+ c+

b
c+ a+

c
a+ b =

である．

Ö tan2 # ¼
7

; tan # 5¼
14

; tan # 9¼
14

; = である．

× 実数で定義される関数 y = f(x) = 8x2 + 5
x2 ¡ 3x+ 6

の最大値をM，最小値を mとすると M
m = で

ある．
Ø 1; 4; 6 の数字を使わない正の整数を小さい数から順に 2; 3; 5; 7; 8; 9; 20; 22; 23;Ý のように並べると
き，2023は 番目の数字である．

Ù xy平面上の x軸の正の範囲に点 P，y軸の正の範囲に点 Qがあり，直線 PQが点 (1; 8)を通るように
動くとき，点 Pと点 Qの距離の 2乗の最小値は である．

A % B 3¡ 1¡ (B 3 + 1)i
1 +
B

3i
=5 = + iである．ただし iは虚数単位である．

B 次の問いに答えよ．
Ñ

B

3が無理数であることを示せ．
Ò a; bが有理数であるとき，a+ b

B

3 = 0が a = b = 0の必要十分条件であることを示せ．
Ó

B

2 +
B

3が無理数であることを示せ．
C 点 A，B，C，Tが線で結ばれた図 1のような経路がある．この経路上を点 Pが 1秒ごとに以下のような確
率で動く．
²点 Aから点 B，C，Tに動く確率はそれぞれ 1

3
である．

²点 Tから点 Aに動く確率は 1
3
，点 Tから右向きに出て反時計回りに動いて点 Tに戻る確率は 1

3
，左向

きに出て時計回りに動いて点 Tに戻る確率は 1
3
である．

²点 Bから点 A に動く確率，点 Cから点 Aに動く確率は，どちらも 1である．
最初，点 Pが点 Aにあるとする．n 秒後に点 Pが点 A，B，C，Tにある確率をそれぞれ an; bn; cn; tn とする
とき，次の問いに答えよ．ただし n は正の整数とする．
Ñ a1; a2; a3; a4 を求めよ．
Ò an+1 を bn; cn; tn を用いて表せ．
Ó an; an+1; an+2 の間の関係式を求めよ．
Ô n !1における an の極限値を求めよ．
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� š
A

! g【順列】m
a 最高位は 1; 2 の 2 通りある．最

高位に 1を用いるとき，残りの位は，1; 2; 2; 0; 0; 0の順

列で 6!
2!3!

通りあるから全部で 2 ¢ 6!
2!3!

= 6 ¢ 5 ¢ 4 = 120

個ある．
" j【空間図形の雑題】m
a 正八面体の 1辺を aとする．

図 1を見よ．AF，BD，CEはその中点Oで互いに直交
する．正八面体と球を，正八面体の対称面AEFCで切断
すると，図 2のようになる．図 1には球は描いていない．

対称面 AEFC は正方形であるから， 1
2
AF =

a
B

2
= 3

となり，a = 3
B

2である．
正八面体の体積は

1
3
¢ BC ¢ CD ¢AF =

1
3
(3
B

2)2 ¢ 6 = 36

# h【位置ベクトル (平面)】n
a ÇABC の面積は，内接円の半径の公式を

用いて， 1
2
¢ 40 ¢ 4 = 80である．また

5
¡!
AQ+ 3

¡!
BQ+ 2

¡!
CQ =~0

5
¡!
AQ+ 3(

¡!
AQ¡

¡!
AB)+ 2(

¡!
AQ¡

¡!
AC) =~0

10
¡!
AQ¡ 3

¡!
AB¡ 2

¡!
AC =~0

であるから

¡!
AQ =

1
2
¢
3
¡!
AB+ 2

¡!
AC

5

BCを 2 : 3に内分する点を Dとすると，Qは ADの
中点である．

したがって，ÇQBC = 1
2
ÇABC = 40である．

$ l【無限級数】m

a
n
P

k=1
$ nk¡ k2

n3
< = 1

n2
n
P

k=1
k¡ 1

n3
n
P

k=1
k2

=
1
2n2
n(n + 1)¡ 1

6n3
n(n + 1)(2n + 1)

=
1
2
¢ 1 ¢ #1 + 1n ; ¡ 1

6
¢ 1 ¢ #1 + 1n ; #2 + 1n ;

求める極限値は 1
2
¡
1
3
=
1
6

b lim
n!1

n
P

k=1
$ nk¡ k2

n3
<

= lim
n!1

1
n

n
P

k=1
T kn ¡ # kn ;2l = Z 1

0
(x¡ x2) dx

= � 1
2
x2 ¡ 1

3
x3 „1

0
=
1
2
¡
1
3
=
1
6

% k【解と係数の関係】n
a 解と係数の関係を用いて

a+ b+ c = ¡7 ........................................1

ab+ bc+ ca = ¡1 ...................................2

abc = 39 .................................................3

である．1より b+ c = ¡7¡ a; c+ a = ¡7¡ b，
a+ b = ¡7¡ cであるから

a
b+ c +

b
c+ a +

c
a+ b

=
a

¡7¡ a +
b

¡7¡ b +
c

¡7¡ c
.........4

これを通分すると，分子は

a(7 + b)(7 + c) + b(7 + c)(7 + a)

+c(7 + a)(7 + b)

= 3abc+ 14(ab+ bc+ ca) + 49(a+ b+ c)

= 117¡ 14¡ 343 = ¡240

分母は

¡(a+ 7)(b+ 7)(c+ 7)

= ¡fabc+ 7(ab+ bc+ ca)

+49(a+ b+ c) + 343g

= ¡(39¡ 7¡ 343 + 343) = ¡32

分子も分母も最後に1»3を代入した．
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したがって4は
a
b+ c +

b
c+ a +

c
a+ b =

¡240
¡32

=
15
2

b 解と係数の関係より a+ b+ c = ¡7

k = a
b+ c +

b
c+ a +

c
a+ b とおく．

k = a
¡7¡ a +

b
¡7¡ b +

c
¡7¡ c

= ¡1 +
7
7 + a ¡ 1 +

7
7 + b ¡ 1 +

7
7 + c

= ¡3¡ 7# 1
¡7¡ a +

1
¡7¡ b +

1
¡7¡ c ;

f(x) = x3 + 7x2 ¡ x¡ 39とおく．

f(x) = (x¡ a)(x¡ b)(x¡ c)

f0(x) = (x¡ b)(x¡ c) + (x¡ a)(x¡ c)

+(x¡ a)(x¡ b)

f0(x)
f(x)

=
1

x¡ a +
1
x¡ b +

1
x¡ c

ここで f0(x)
f(x)

=
3x2 + 14x¡ 1
x3 + 7x2 ¡ x¡ 39

であるから

k = ¡3¡ 7 ¢
f0(¡7)
f(¡7)

= ¡3¡ 7 ¢
147¡ 98¡ 1
7¡ 39

= ¡3 + 7 ¢
3
2
=
15
2

d f(x) = 0の解は x = ¡3; ¡2§
B

17と求め
られる．これを代入してもよい．
& k【加法定理とその応用】m

a
5
14
¼ = ¼

2
¡
¼
7
,
9
14
¼ = ¼

2
+
¼
7
である．

µ = ¼
7
とおくと，tan 5

14
¼ = tan # ¼

2
¡ µ; = 1

tanµ

tan
9
14
¼ = tan # ¼

2
+ µ; = ¡ 1

tanµ

tan2
¼
7
tan

5
14
¼ tan 9

14
¼

= (tanµ)2 # 1
tanµ ; #¡ 1

tanµ ; = ¡1

d 【何を公式にするか？】
tan # ¼

2
¡ µ; = 1

tanµ

tan # ¼
2
+ µ; = ¡ 1

tanµ
を公式にするなら，このまま覚えないといけない．図
のように傾きを考えて，覚えることになる．

人それぞれである．私は cos # ¼
2
¡ µ; = sinµ,

sin # ¼
2
¡ µ; = cosµを公式にし，

tan # ¼
2
¡ µ; = sin # ¼

2
¡ µ;

cos # ¼
2
¡ µ;

=
cosµ
sinµ =

1
tanµ

と確認しているように思う．瞬間的にやっているため
に，認識をしていないが．
' j【2次方程式】n

a x2 ¡ 3x+ 6 = #x¡ 3
2
;2 + 15

4
> 0

である．

8x2 + 5
x2 ¡ 3x+ 6

= k

とおくと

(8¡ k)x2 + 3kx¡ 6k+ 5 = 0 ....................1

k Ø 8 のとき，判別式を D とすると，実数 x が存在す
ることが条件で，D ¸ 0であるから

D = 9k2 ¡ 4(8¡ k)(5¡ 6k)

= ¡15k2 + 212k¡ 160

= ¡(5k¡ 4)(3k¡ 40) ¸ 0

(5k¡ 4)(3k¡ 40) · 0 Ú
4
5
· k · 40

3

このとき， 4
5
· k · 40

3
かつ k Ø 8である．k = 8の

とき1は

24x¡ 43 = 0 Ú x = 43
24

より k = 8となる xが存在する．

したがって，kの取り得る値の範囲は 4
5
· k · 40

3

となり M =
40
3
;m = 4

5
であるから M

m =
50
3
で

ある．

b f0(x) =
g(x)

(x2 ¡ 3x+ 6)2

g(x) = 16x(x2 ¡ 3x+ 6)¡ (8x2 + 5)(2x¡ 3)

= ¡24x2 + 86x+ 15 = ¡(6x+ 1)(4x¡ 15)

x Ý ¡
1
6

Ý
15
4

Ý

f0(x) ¡ 0 + 0 ¡

f(x) % & %

lim
x!§1

f(x) = 8

f#¡ 1
6
; = 4

5
; f# 15

4
; = 40

3

M = 40
3
; m = 4

5
; Mm =

50
3

( g【場合の数】n
a A = f2; 3; 5; 7; 8; 9g，
B = f0; 2; 3; 5; 7; 8; 9gとおく．
1桁の数は Aから選ぶ 6通りある．
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2桁の数は，十の位が Aから選ぶ 6通り，一の位が B
から選ぶ 7通りあるから，6 ¢ 7 = 42通りある．
3桁の数は百の位が Aから選ぶ 6通り，十の位，一の
位がそれぞれ Bから選ぶ 7通りあるから，6 ¢ 72 = 294
通りある．
4桁の数は，2000から始めて，一の位が Bから選ぶ 7
通りある．次に 2020; 2022; 2023 であるから，2023 は，
4桁の数の 7 + 3 = 10番目にある．
したがって，6 + 42 + 294 + 10 = 352番目にある．

b 0! 0; 2! 1; 3! 2; 5! 3; 7! 4; 8! 5，
9! 6と置き換えると 1; 4; 6を除く正の整数は順番に

1; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 11; 12;Ý

となり 7 進法における数を小さい順に並べたものに
なる．
2023はこの置きかえで 1012となる．

1012(7) = 1 ¢ 7
3 + 0 ¢ 72 + 1 ¢ 7 + 2

= 343 + 7 + 2 = 352

より 352番目である．
) l【最大値・最小値】n
a 直線 PQの傾きをmとすると，PQは
y = m(x¡ 1) + 8である．
Pが x軸の正の範囲，Qが y軸の正の範囲にある条件
はm < 0である．

Pの座標は #1¡ 8m; 0;，Qの座標は (0; 8¡m)であ
るから

PQ2 = #1¡ 8m ;2 + (8¡m)2
f(m) = #1¡ 8m ;2 + (8¡m)2 とおく．

f0(m) = 2#1¡ 8m ; ¢ 8
m3
¡ 2(8¡m)

=
16
m3
(m¡ 8) + 2(m¡ 8)

=
2
m3
(m¡ 8)(m3 + 8)

m3 + 8 = 0;m < 0のときm = ¡2である．
m < 0での増減は次のようになる．

m Ý ¡2 Ý 0

f0(m) ¡ 0 +

f(m) & %

PQ2 は最小値 f(¡2) = 25 + 100 = 125をとる．

Q l【ド・モアブルの定理】m

a

B

3¡ 1¡ (
B

3 + 1)i

1 +
B

3i

=

B

3¡ 1¡ (
B

3 + 1)i

1 +
B

3i
¢
1¡
B

3i

1¡
B

3i

=
1
4
(¡4¡ 4i)

= ¡1¡ i =
B

2#cos 5
4
¼+ i sin 5

4
¼;

であるから% B 3¡ 1¡ (B 3 + 1)i
1 +
B

3i
=5

= SB 2#cos 5
4
¼+ i sin 5

4
¼; k5

= 4
B

2#cos 25
4
¼+ i sin 25

4
¼;

= 4
B

2% 1B
2
+
i
B

2
= = 4 + 4i

B
j【命題と証明】n
a !

B

3 が有理数であると仮定
して矛盾を導く．互いに素な自然数m;n を用いて
B

3 =
n
m とおく．両辺を 2乗して分母をはらうと

3m2 = n2 ................................................1

となる．平方数は素因数を偶数個もつから1の右辺は
素因数を偶数個もち，左辺は平方数と 3があるから素因
数を奇数個もつ．矛盾する．よって証明された．
" P : a+ b

B

3 = 0;Q : a = b = 0とする．
まず Pを仮定して Qを導く．すなわち PÒ Qを示
す．b Ø 0として矛盾を導く．このとき

B

3 = ¡
a
b とな

り，左辺は無理数，右辺は有理数で矛盾する．したがっ
て b = 0であり，a+ b

B

3 = 0に代入し，a = 0である
から Qが示せた．
次に QÒ Pであるが，これは明らかに成り立つ．
したがって Pと Qは同値である．
#

B

2 +
B

3が有理数であるとする．aを正の有理数
として，

B

2 +
B

3 = aとおくと
B

2 = a¡
B

3

2乗して

2 = a2 + 3¡ 2a
B

3

2a > 0であるから
B

3 =
a2 + 1
2a

左辺は無理数，右辺は有理数で矛盾する．したがって
B

2 +
B

3は無理数である．
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b 以下，文字は自然数である．
! 1 の後，左辺は素因数 3 をもつから，右辺も素
因数 3 をもち，n は素因数 3 をもつ．n = 3r とおくと
3m2 = 9r2 となり，3で割って 3r2 = m2 となる．左辺
は 3の倍数であるから，mは 3の倍数である．m;n が
両方とも 3 の倍数となり，互いに素であることに矛盾
する．
したがって

B

3は無理数である．
#

B

2 +
B

3が有理数であるとする．aを正の有理数
として，

B

2 +
B

3 = aとおくと
B

2 = a¡
B

3

2乗して

2 = a2 + 3¡ 2a
B

3

2a
B

3¡ (1 + a2) = 0

Ò を用いると，2a = 0 かつ 1 + a2 = 0 となるが
1+ a2 > 0であるから，矛盾する．したがって

B

2+
B

3

は無理数である．
d 1【批判的に検討】
無理数の証明は，教科書などでは伝統的にÑ の
別解のようにやっているが，グルグル回る感じで気持
ち悪さがあるし，昔から批判もされる．教わったこと
をそのまま覚えるのではなく，効率的に整理し，解答
のようにすればスッキリする．
2【有理数】
有理数は rational number，整数比で表された数の
意味である．分母が 1 の場合も含めて，整数分の整
数の形の数であり，有理数分の有理数は有理数となな
る．「合理的な」という訳語を採用したのは誤訳ない
し，ダジャレであると言われている．

C
l【数列の極限】n
a ! n+1秒後に Pが Aにある

のは，n 秒後に Pが Bにあり (確率 bn)，確率 1で Aに
移動するか，n 秒後に P が C にあり (確率 cn)，確率 1
で Aに移動するか，n 秒後に Pが Tにあり (確率 tn)，

確率 1
3
で Aに移動するときであるから

an+1 = bn + cn +
1
3
tn ...............................1

n+1秒後に Pが Bにあるのは，n 秒後に Pが Aにあり

(確率 an)，確率 1
3
で Bに移動するときであるから

bn+1 =
1
3
an ............................................2

n + 1秒後に Pが Cにあるのは Bと同様にして

cn+1 =
1
3
an ............................................3

n+1秒後に Pが Tにあるのは，n 秒後に Pが Aにあり

(確率 an)，確率 1
3
で Tに移動するか，n 秒後に Pが T

にあり (確率 tn)，確率 2
3
で再び Tに戻るときであるか

ら

tn+1 =
1
3
an +

2
3
tn ...................................4

(a1; b1; c1; t1) = #0; 1
3
; 1
3
; 1
3
;

から始めて1»4に順次代入して

(a2; b2; c2; t2) = # 7
9
; 0; 0; 2

9
;

(a3; b3; c3; t3) = # 2
27
; 7
27
; 7
27
; 11
27

;
(a4; b4; c4; t4) = # 53

81
; 2
81
; 2
81
; 8
27

;
したがって，a1 = 0; a2 = 7

9
; a3 =

2
27
; a4 =

53
81
で

ある．

" 1より an+1 = bn + cn + 13 tn
# an + bn + cn + tn = 1より

bn + cn = 1¡ an ¡ tn

これを1に代入して

an+1 = ¡an ¡
2
3
tn + 1

tn =
3
2
(1¡ an+1 ¡ an)

であるから，4に代入して
3
2
(1¡ an+2 ¡ an+1) =

1
3
an + (1¡ an+1 ¡ an)

¡
3
2
an+2 =

1
2
an+1 ¡

2
3
an ¡

1
2

9an+2 + 3an+1 ¡ 4an ¡ 3 = 0 .....................5

$ 9e+ 3e¡ 4e¡ 3 = 0 #e = 3
8
; ...................6

5¡6より

9(an+2 ¡ e) + 3(an+1 ¡ e)¡ 4(an ¡ e) = 0

an ¡ e = pn とすると

9pn+2 + 3pn+1 ¡ 4pn = 0 ...........................7

特性方程式は

9x2 + 3x¡ 4 = 0

f(x) = 9x2 + 3x¡ 4とおく．

f(¡1) = 2 > 0; f(0) = ¡4 < 0; f(1) = 8 > 0

f(x) = 0は ¡1 < x < 0; 0 < x < 1に 1つずつ解を
もつ．これらを順に ®;¯とする．
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7を 2通りに変形する．

pn+2 ¡ ®pn+1 = ¯(pn+1 ¡ ®pn)

より数列 fpn+1 ¡ ®pngは等比数列であるから

pn+1 ¡ ®pn = ¯n¡1(p2 ¡ ®p1) ....................8

また

pn+2 ¡ ¯pn+1 = ®(pn+1 ¡ ¯pn)

より数列 fpn+1 ¡ ¯pngは等比数列であるから

pn+1 ¡ ¯pn = ®n¡1(p2 ¡ ¯p1) ....................9

8，9を辺ごとに引く．

(¡®+ ¯)pn

= ¯n¡1(p2 ¡ ®p1)¡ ®n¡1(p2 ¡ ¯p1)

pn =
1

¯¡ ®f¯
n¡1(p2 ¡ ®p1)¡ ®n¡1(p2 ¡ ¯p1)g

® < 1; ¯ < 1より

lim
n!1
®n¡1 = 0; lim

n!1
¯n¡1 = 0

だから lim
n!1
pn = 0である．よって limn!1an = e =

3
8

q 易化傾向は変わらず．
(荻原，楊，染矢，安田亨)

 

 

 


